LCPS - Wtasnosci dyskretnej transformaty Fouriera

Opracowatl: dr hab. inz. G. Stepniak

Cwiczenie: Wlasnosci dyskretnej transformaty Fouriera (DFT)

Dyskretna transformata Fouriera (DFT - ang. discrete Fourier Transform) to jedno z podstawowych
narzedzi w numerycznym przetwarzaniu sygnatéw. Celem ¢wiczenia bedzie zapoznanie si¢ z jej
wlasno$ciami.

DTFT

Dany jest sygnal dyskretny x(n)=x(nT), gdzie T jest okresem prébkowania a n oznacza indeks prébki.
Dla takiego sygnatu, o ile ma skonczong energi¢, mozna zdefiniowaé transformate Fouriera z
dyskretnym czasem (DTFT - discrete time Fourier transform)

_ = (1)
DTFT[x(n)] = X(efﬂ) = Z x(n) exp(—jQn),

n=—oo

gdzie Q=wT=2nf/f; jest pulsacjg znormalizowana do czestotliwosci probkowania f;=1/T. Tak wiec
DTFT sygnalu mozna rozumie¢ jako funkcje¢ zalezng od kata (), albo tez jako liczbe zespolong o

module réwnym 1 i argumencie Q. DTFT ma nastgpujgce wlasnosci:
-jest funkcjg ciagtego argumentu Q,

-jest funkcja okresowa, o okresie 2m: exp(j(Q + 2m)n) = exp(jQn) exp(jn2m) = exp(jQn). Ta
wlasno$¢ ma inng interpretacj¢, wynikajaca z dualno$ci transformaty Fouriera: wiadomo, Ze sygnat
okresowy ma widmo dyskretne, a zatem sygnat dyskretny ma widmo okresowe.

-jezeli sygnat jest rzeczywisty, to X(Q2) = X*(2m — ), a zatem pelng informacj¢ o widmie sygnatu
daje przedziat Q € [0, ), gdzie T jest nazywana czestotliwoscig Nyquista.

Zaleznosci pomiedzy transformatg Fouriera a DTFT pokazano na rys. 1. Na rys. 1 a) pokazano postaé
czasowa przykladowego sygnatu x(¢) oraz jego widmo |X(@)!. Jezeli sygnat x(¢) zostanie sprobkowany
z pulsacja @, jego widmo |X(w)| powtarza si¢ periodycznie z okresem ;. Pokazano to narys. 1 b). Ze
wzgledu na periodyczno$¢ cala informacja o sygnale zawarta jest w widmie z przedziatu [0, o).
Wygodnie jest zatem stosowaé przeksztalcenie Fouriera w dziedzine pulsacji znormalizowanej (),
ktérej wartos¢ 2w odpowiada po prostu pulsacji probkowania. To wlasnie realizuje przeksztatcenie
DTFT, ktére dla prébek x(n) sygnatu x(¢) pokazane zostato narys. 1 c).

Wtasnosci DTFT sg analogiczne do wiasnosci transformaty Fouriera. Szczegétowo zostaty oméwione
np. w [1] (rozdz. 8.3.1). Sa to: liniowos$¢, twierdzenie o przesunigciu w czasie, twierdzenie o
modulacji, twierdzenie o iloczynie, twierdzenie o splocie, twierdzenia o rdézniczkowaniu oraz
catkowaniu, twierdzenie o skalowaniu.' Istotne jest réwniez to, ze dla sygnatéw rzeczywistych widmo
DTFT posiada symetri¢ Hermitowska, tzn. X(Q2) = X* (21 — Q). Dla sygnatéw zespolonych juz takiej
wilasnosci nie ma.

! Powtérzy¢ wymienione wiasnosci TF
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Rys. 1. Zalezno$ci pomigdzy przeksztalceniami Fouriera tego samego sygnatu. a) relacja pomiedzy
sygnalem analogowym i jego analogowym widmem (transformata Fouriera FT), b) relacja pomiedzy
sygnalem analogowym sprobkowanym i jego FT, c) pomi¢dzy prébkami sygnatu i widmem ciaglym

DTFT, d) pomigdzy préobkami sygnatu i widmem dyskretnym DFT dla okna 41 prébek
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DFT

W praktycznych zastosowaniach numerycznych nie mamy mozliwos$ci obliczenia sumy po
nieskonczonej liczbie probek i konieczne jest wybranie skonczonej liczby N prébek do obliczen.
Trzeba réwniez okresli¢ pozadang liczbe obliczanych probek widma. Najczesciej przyjmuje si¢, ze
wynosi ona N, tyle samo co liczba prébek sygnatu poddanych analizie. Wtedy widmo obliczane jest
dla dyskretnych pulsacji o warto$ciach

2mm

O =

Podstawiajac powyzszy wzor do réwnania (1) otrzymujemy wzér na tzw. dyskretne przeksztalcenie
Fouriera (DFT).

N-1

X(n) = z x(k) exp (—jZnYIlv—k)

k=0

Przeksztalcenie odwrotne do tego przeksztatcenia (IDFT) ma postad
N-1
() = 1 2 Xk (_2 nk)
xn)—NH () exp | j2m —

Nalezy podkresli¢, ze oba przeksztalcenia dziataja na wektorach prébek i nie ma praktycznego
znaczenia, ktory z wektor6w odpowiada dziedzinie czasu, a ktoéry czestotliwosci - to jest tylko
interpretacja, ktéra zalezy od nas.

DFT, oprécz wymienionych wcze$niej wlasnosci DTFT, ma nastepujace cechy:

- Modut DFT sygnatu x(n) oraz [x(n+k)]y sa takie same ([]y oznacza przesuni¢cie cykliczne w ramach
wektora o dtugosci N). Zmienia si¢ tylko faza (o czynnik 27 k/N)

- Wspodlczynniki DFT sygnatu rzeczywistego posiadaja symetri¢ Hermitowska, tzn. (dla parzystej
liczby N)

[X(0), X(1),....X(N-1)]=[X(0),X(1),...,.X(N/2),X*(N/2-1),...,.X*(1)]

Tak wiec unikalne sa warto$ci dla indeksu 0 oraz dla indeksu N/2, ktére odpowiadaja odpowiednio
sktadowej statej oraz czestotliwosci Nyquista®. Te zalezno$¢é ilustruje rys. 2, na ktérym pokazano na
ptaszczyznie zespolonej jak probkowana jest pulsacja € w transformacie DFT. Widoczna jest
unikalnos$¢ prébek potozonych na osi OX, oraz zespolone sprzg¢zenie probek n i N-n.

DFT dla sygnatu x(n) rozwazanego w poprzednim punkcie zilustrowano na rys. 1 d). Zgodnie z
wczesniejszymi rozwazaniami, probki 0:N/2-1 stanowia skladowa stala i "widmo dodatnie", za$
probki od N/2:N czestotliwosé Nyquista i "widmo ujemne” (poréwnaj z rys. 1 a)).

Rozdzielczo$¢é DFT. Teoretyczna rozdzielczo$¢ DFT, czyli odlegto$¢ pomiedzy sasiednimi prazkami
wynosi

Af = Fy/N

? ¢wiczenie: Jakiej czestotliwosci odpowiada k-ty indeks DFT?
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i mozna ja poprawi¢ (pomniejszy¢) na wydtuzajac czas obserwacji (zwigkszajac N). Drugg metoda,
ktéra nie wymaga zwigkszenia czasu obserwacji, jest uzupetnienie N prébek sygnatu N, prébkami o
warto$ci 0. Ta druga metoda daje jednak widmo bedace splotem faktycznego DFT sygnatu z widmem
prostokata wycinajacego N niezerowych prébek z N+ N, prébek.

im
ejQZ
el
elQN/2 eiQ0=gi2N
L ~ Re
JQN-1

Rys. 2. Odwzorowanie DFT o parzystej liczbie probek wzgledem argumentu DTFT €
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Rys. 3. Modut DFT dla funkcji harmonicznej o czgstotliwosci 2 Hz oraz 2,5 Hz sprébkowanej z
czestotliwo$cig £=20 Hz na N=20 prébkach. Zielone koétka odpowiadajag wartosciom DFT{x(n)},
niebieska obwiednia to transformata Fouriera z x(n)w(n)
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Wyciek. Zauwazmy, Ze operacja wybrania N prébek z sygnalu o nieskonczonej liczbie prébek
odpowiada przemnozeniu sygnatu x(n) przez okno prostokatne w(n)=rect(n/(N)). DFT oblicza zatem
widmo splotu sygnatu x(n) z widmem okna. Najlepiej wida¢ to dla sygnaléw harmonicznych, ktére w
dziedzinie czestotliwosci reprezentowane sa przez dwa prazki o przeciwnych czestotliwos$ciach.
Wypadkowe widmo jest zatem cyklicznym splotem widma prostokata (Sa(x)) z 2 prazkami, co
przektada si¢ w przyblizeniu na funkcje Sa przesunigta w dziedzinie czgstotliwosci. Jezeli liczba
probek DFT N jest wielokrotno$cig liczba probek przypadajaca na okres przebiegu harmonicznego,
maksimum funkcji Sa przypada na czgstotliwosci odpowiadajacej badanej funkcji harmonicznej, zera
funkcji Sa przypadaja za$ na pozostatych czestotliwo$ciach DFT (rys. 3a). Zauwazamy, ze szerokos¢
prazka gtéwnego (miedzy zerami) wynosi 27t/N, za$ odlegto§¢ pomigdzy kolejnymi zerami 7/N. Jezeli
natomiast liczba prébek DFT nie jest wielokrotnoscig liczby okreséw, wtedy maksimum i zera Sa(x)
wypadaja pomiedzy czestotlisoSciami prazkéw DFT, co powoduje niezerowe wartosci DFT na
wszystkich czgstotliwosciach (rys. 3b). Zjawisko to nazywa si¢ wyciekiem. W praktyce rzadko mamy
mozliwo$¢ badania sygnatéw o zgodnej liczbie okreséw i prdobek, stad istnieje potrzeba
zabezpieczania si¢ przed wyciekiem.

Okna DFT. Wyciek mozna marginalizowa¢ dwoma metodami - zwickszajac liczb¢ probek N
badanego sygnatu (co zaweza widmo Sa) ale wymaga dodatkowego czasu obserwacji sygnatu. Druga
metoda polega na stosowaniu okien innych niz prostokatne. W tym drugim przypadku prébki sygnatu
x(n) przed operacja DFT poddaje si¢ jeszcze wymnozeniu przez okno w(n). Uzasadnienie takiej
operacji jest nastepujace. Obliczone DFT jest splotem DFT sygnatu z funkcja okna. Jezeli prébki x(n)
bezposrednio poddawane sa DFT, odpowiada to tak naprawde wymnozeniu ich przez okno
prostokatne. Wiadomo, ze okno prostokagtne ma widmo typu Sa(x). Ma zatem najwickszy mozliwy
poziom listkéw bocznych, stad tez wynikaja duze wartosci DFT rejestrowane dla czestotliwosci
innych niz wtasciwa funkcja harmoniczna. Okna o mniejszych warto§ciach amplitudy dla prébek
skrajnych 1 wigkszych dla prébek centralnych, charakteryzuja si¢ nizszym poziomem prazkéw
bocznych, cho¢ majg szerszy listek gldwny. Wyciek zmniejszany jest zatem kosztem rozdzielczosci
czestotliwos$ciowe;.

Rodzaje okien i ich wilasno$ci oméwiono np. w [1] w rozdz. 8.5.1. Wymiane rozdzielczosci
czestotliwo$ciowej na poziom listkéw bocznych ilustruje rys. 4.
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Rys. 4. Widmo okien DFT [www.dspstackexchange.com]
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Tak wigc jezeli priorytetowa jest rozdzielczo$¢ czestotliwosciowa, powinno si¢ stosowac okno
prostokatne. Jednak aby wykry¢ sktadowe w widmie o niskich amplitudach, nalezy wybraé inny
rodzaj okna.

Algorytm FFT. Ztozono$¢ algorytmu DFT okreslamy jako N> mnozen zespolonych (mnozenie
zespolone=4 mnozenia rzeczywiste). Wynika to z faktu, ze dla N punktéw z osobna musimy obliczy¢
sume (2), a w kazdej sumie jest N mnozen:

N-1 2)

X(m) = z x(k)wik

_ k=0

gdzie wy = exp (— JZTH) jest pierwiastkiem N-tego stopnia z 1 (ktéry wystarczy obliczy¢ tylko raz i
przechowaé¢ w tablicach). Istnieje szereg algorytméw, ktére pozwalaja obliczy¢ DFT szybciej.
Klasycznym i najpopularniejszym przyktadem takiego algorytmu, jest algorytm szybkiej transformaty
Fouriera (FFT) radix2, ktéry pozwala oblicza¢ DFT dla N=2". Zmniejszenie naktadu obliczeniowego
FFT bierze si¢ z podzialu ciggu x(n) na dwa podciagi probek nieparzystych i parzystych x(n) o

potowicznej liczbie prébek. Wzor (2) mozna wtedy zapisaé

N N

7-1 -1
X(m) = Z x(2k)wimk + 2 x(2k + Dw @D
k=0 k=0

Dalej, poniewaz w§ = Wy /2 oraz wyciagajac wy' przed drugg sume mozemy napisac

N N

7-1 -1
X(m) = Z *IOWTE + wip 2 x(2k + Dws
k=0 k=0

Zauwazamy, ze DFT dla prébki m ksztattowane jest przez sum¢ DFT ciagu prébek parzystych oraz

nieparzystych, przy czym to drugie DFT dodawane jest do pierwszego po wymnozeniu przez czynnik

exp (— %) Zauwazamy ponadto, ze w dziedzinie czasu czynnik ten jest odpowiedzialny za

przesuniecie o jedng probke. Oznaczajac Xy(m) i Xp(m) DFT dla prébek parzystych i
nieparzystych, oraz korzystajac z wlasnosci W,(,n/'; mozna otrzyma¢ wzor na obliczenie FFT na

kazdym z etapoéw:

}I(V(m) = Xox (M) + wy'Xop41(m) 3)
X (5 +m) = Xor(m) = Wi Ko (m)

dlam=0, 1, ..., N/2-1
Otrzymujemy stad przepis na obliczenie FFT:

1. Podziel ciagg probek x(n) o N prébek na dwa podciagi o N/2 prébek, wybierajac do nich co druga
probke

2a. Jezeli N>2. Oblicz DFT kazdego z 2 podciagéw (idz do 1)

2b. Jezeli N=2, to DFT wynosi X(0)=x(0)+x(1), X(1)=x(0)-x(1)
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3. Dodaj do siebie DFT parzystego i nieparzystego podciagu, ten ostatni wymnozony przez czynnik
przesuni¢cia w czasie (z (+) dla m od 0 do N/2-1 i z (-) dla mod N/2 do N).

Ztozonos¢ obliczeniowg FFT przedstawiono pogladowo na rys. 5 dla N=16. Wynika stad, ze liczba
mnozen zespolonych na kazdym etapie dekompozycji wynosi N a etapéw jest logo,N. Jednak
przygladajac si¢ (3) mozna zauwazy¢, ze polowa mnozen przez wy' si¢ powtarza i stad ksigzkowy
wz6r O(N/2 logyN).

N=16

Liczba mnozen na
danym etapie

0,1,23,4,5,6,7,8,9,10,11, 12,13, 14, 15 dekompozyciji

l 1x2x8=16

0,24576810,12,14 ||1,3,5,7,9,11, 13,15

l 1 2x2x4=16
16 x4=

0,4,8,12|2,6,10,14 || 1,5,9,13 || 3,7,11, 15 ™ Nlog,N

|

0814121210 || 6,14 |[ 1,9 5,13 || 3,11/ 7,15

Liczba podgrup wy x mnozen na punkt x liczba punktow we 8x2x1=16

Rys. 5. Z1ozono$¢ obliczeniowa algorytmu FFT. wy - blok ztozony z 2 blokéw we.
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2005, e-book dostepny dla studentéw PW w bibliotece cyfrowe;j

Zadania przygotowujace do wykonania w Matlab/Octave przed ¢wiczeniem

Do wykonania ¢wiczenia niezbedna bedzie podstawowa wiedza z zakresu jezyka Matlab. Jezyk
Matlab jest prostym jezykiem skryptowym wysokiego poziomu, przeznaczonym do obliczen
numerycznych. Srodowisko Matlab posiada wiele funkcji uzytecznych do (cyfrowego) przetwarzania
sygnatéw. Czg$¢ to funkcje wbudowane (np. fft), inne nalezg do pakietu Signal Processing Toolbox.

W Matlabie mozna zaréwno pisa¢ skrypty (nazwapliku.m), definiowa¢ funkcje (zapisujac w osobnym
pliku funkcja.m),

% zawartos¢ pliku funkcja.m

function y=funkcija (x)

y=x

jak tez, co niezwykle uzyteczne i pouczajace, pisa¢ komendy bezposrednio w command line. Mozna
tez najpierw uruchomi¢ skrypt deklarujacy zmienne

krypt skrl.m
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a nastepnie wykona¢ odpowiednig operacje w command line
>>c=a+b
c=
3
(brak $rednika po komendzie wypluwa wynik w command line).

W Matlabie/Octave, gdy tylko mozliwe, postugujemy si¢ wektorami, czyli tablicami
jednowymiarowymi warto$ci lub macierzami, czyli tablicami N x M. Silnik obliczeniowy Matlaba
zoptymalizowany jest pod obliczenia macierzowe. Przyktadowo, piszac skrypt:

a=1:2:20000;

b=ones (1,10000) ;

D=rand(10000,10000); %macierz o elementach losowych z przedziatu 0-1
$tic/toc zegar start/end

%$operacja 1 - mnozenie element po elemencie
tic

c=a.*b;

toc

%$operacja 2 — mnozenie macierzowe
tic

d=D*b';

toc

%operacja 1 w petli

tic

for k=1:10000
c(k)=a (k) *b (k) ;

end

toc
$operacja 2 w petli
tic
for k=1:10000
for kk=1:10000
d (k) =D (k, kk) *b (kk) ;
end
end
toc
otrzymujemy wynik czasu poszczeg6lnych operacji
Elapsed time is 0.000059 seconds.
Elapsed time is 0.170478 seconds.
Elapsed time is 0.000076 seconds.

Elapsed time is 1.529724 seconds.
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Ze wzgledu na popularno$¢ operacji macierzowo-wektorowych, w Matlabie zdefiniowano szereg
operatoréw algebraicznych dla macierzy (wektoréw)

+,-,%,/ N ktore stuzg do dodawania, odejmowania, mnozenia, dzielenia, potggowania macierzy, a takze
odpowiadajace im operacje z kropka, np. .*, ./, A, ktére wykonuja dane dzialanie na kazdym z
elementéw wektora/macierzy osobno.

W Matlabie uzywa si¢ czgsto notacji a:b:c do wyboru indekséw wektora, czy deklaracji wektora liczb
catkowitych. Oznacza ona wektor ztozony z liczb od a co b do c, czyli a, a+b, a+2b,...,<c

Operator ' oznacza transpozycje (lub sprzgzenie Hermitowskie dla macierzy zespolonych).

W _celu sprawnego zaliczenia ¢éwiczenia LCPS 2 wykonaj wczesniej ponizsze zadania w
programie Matlab.

Zadanie 1: wektory i macierze

Zadeklaruj 10 elementowy wektor ztozony z samych jedynek oraz 10 elementowy wektor liczb
catkowitych rosnacych od 0 do 9.

a) Oblicz ich iloczyn elementowy

b) Oblicz sumg i réznice wektoréw

¢) Oblicz ich iloczyn skalarny (postugu;j si¢ tylko * i)

d) Oblicz iloczyn Kroneckera AB tych wektoréw (j.w.)

e) Oblicz potegi 2 wektora nr 2

f) Oblicz pierwiastek wektora 2

g) Utworz nowy wektor z parzystych probek wektora 2 oraz z nieparzystych prébek (notacja a:b:c)

h) Oblicz produkt Kroneckera BA tych wektoréw, nastepnie oblicz iloczyn macierzowy i elementowy
produktéw Kroneckera

1) Zadeklaruj wektor zer N x 1; zadeklaruj macierz jednostkowa M x M;
Zadanie 2: wykresy

Zadeklaruj dziedzing 1000 prébek czasu t z czestotliwoscia probkowania 100 Hz. Zadeklaruj wektor
x1 jako sin(2*pi*10*t), x2 jako cos(2*pi*20*t). Narysuj wykres obu wektoréw we wilasciwej skali
czasu i na jednym wykresie (plot(t,x1,t,x2)). Po wySwietleniu wykresu wejdz w opcje: axes properties
i pobaw sie rodzajami krzywych, podpisami na osiach, itp.

Zadanie 3: podstawowe sygnaly

Zdefiniuj dziedzine czasu (jak w ¢w. 2) Nastepnie wygeneruj (i wyplotuj) nastepujace sygnaty:
a) x1=2cos(2pi 5 t)

b) x2=rect((t-1)/2)+2rect((t+3)/4) % uzyj rectpuls(t) lub rpulse

¢) x3=Sa(2pi*(t-3)) %Sa(x)=sin(x)/x; Matlab ma funkcje sinc(x)=sin(pi*x)/(pi*x)

9
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d) x4=exp(-t."2/a) % impuls gaussowski o wybranej szerokosci

e) x5=x1*x2

f) suma_(n=-10)"10 rect(t-nT) %okresowo powtarzajace sie prostokaty (z okresem T)
Zadanie 4: podstawowe DFT

Oblicz DFT sygnaléw z ¢wiczenia 3. Wyplotuj je tak, aby na osi X byla a) czgstotliwo$¢ b) pulsacja c)
pulsacja znormalizowana. Czy otrzymane widma sg zgodne z intuicja?

Inne uwagi:

e Matlab co do zasady operuje na liczbach zmiennoprzecinkowych

e Kazda funkcja posiada commandlinowy help (>>help funkcja) i obszerng dokumentacje

e Zdefiniowane state: pi, j, i, 1j, 1i

e  Wektor mozna zdefiniowa¢ podajac wspdtczynniki w nawiasie [1 2 3] -wektor 1xN, [1 2 3]' -
wektor Nx1, [1;2;3] wektor Nx1, [1:5;5:-1:1] 2x5

e zeros(M,N); ones(M,N) -macierz 0/1 o wymiarach MxN

¢ eye(N) - macierz jednostkowa o wymiarze N

® real(x), imag(x) - cze$¢ rzeczywista/urojona X

e circshift(1:10,[0 2]) - cykliczne przesunigcie wektora o 2
ans= 9 10 1 2 3 4 5 6 7 8

10



