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Cwiczenie: Szacowanie widm sygnaléw ciaglych za pomoca DFT

Jednym z zastosowan DFT jest szacowanie widm sygnaléw. Sygnatly, ktére spotykamy w naturze,
czyli np. mowa, dzwigk, sygnaly telekomunikacyjne nie sg sygnalami deterministycznymi, ale
losowymi. Zaktadamy, Ze analizowane sygnaly ciaglte zostaja sprébkowane i reprezentowane sg jako
wektory probek x(n), ktére podlegaja dalszemu przetwarzaniu. Do laboratorium konieczne jest
powtodrzenie wlasno$ci takich sygnatéw, zwanych réwniez realizacjami proceséw stochastycznych.

Wymienimy najwazniejsze wlasnosci proces6w losowych. Operator E[] oznacza statystyczng wartos¢
oczekiwana.

Warto$¢ oczekiwana sygnatu (Srednia)

my(n) = E[x(n)] = f P (x, M) x(n)dx

Moc $rednia sygnatu

[oe]

se(n) = E[x2(n)] = f P (. m)x2(n)dx

Wariancja sygnatu

o2(n) = E [(x(n) = m,(m)°] = E[x*(n)] = mZ(n)

Funkcja autokorelacji

Ru(ny,mz) = E[x(n)x(ny)] = f f x (1) (n3)pe (5, 1) dx

Funkcja autokowariancji
Cax(ny,mp) = E[(x(nl) - mx(nl))(x(nz) - mx(nz))] = Ryx(nq,12) — my(ny)my(ny)
Uwaga: Ryx(n,n) = sx(n), Crx(n,n) = sz(n)

Podobnie mozna zdefiniowa¢ funkcj¢ autokowariancji dwéch réznych sygnatéw

Cay(n1,m2) = E | (x(n1) = mye (1)) (y(2) = my (1) )] = Ry (1, m2) = mo (1) my ()

Funkcja autokorelacji (autokowariancji) jest deterministyczng funkcja okreslajacg charakter zmian w
sygnale losowym.

Stacjonarnosé

Sygnal nazywamy stacjonarnym wtedy, kiedy gestos¢ prawdopodobienstwa jego wartosci nie zalezy
od czasu, tj.
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Px (M, %) = py(x)

W rzeczywistosci rzadko mozemy badac¢ gestos¢ prawdopodobiefistwa sygnatu i jej zmiany w czasie.
Dlatego uzywa si¢ pojgcia stacjonarno$ci w szerszym sensie. Sygnal stacjonarny w szerszym sensie
charakteryzuje sie wartoécig $rednia i wariancjg niezmienng w czasie, tj. m,(n) = m,, d2(n) = o2,
natomiast autokorelacja (i autokowariancja) takiego sygnatu zaleza wylacznie od przesunigcia
pomigdzy probkami sygnatu, tj.

Rxx(nlinz) = Rxx(nl - ”2) = Rxx(m)

Zauwazmy, ze dla sygnatu o zerowej wartosci $redniej Ry, (0) = 62 = |Ry, (k)| oraz R, (m) =
Ryx(—m).

Ergodycznos¢

Jak nadmieniono wczesniej, w rzeczywistosci rzadko znana jest nam gesto$¢ prawdopodobienstwa
sygnatu. Dlatego zwykle zamiast obserwowaé wiele realizacji procesu i usrednia¢ dla réznych
realizacji, stosuje si¢ usrednianie po czasie i zaklada si¢, ze jest ono rdwnowazne usrednianiu po
probie (czyli po réznych realizacjach). Np. dla wartosSci Sredniej ergodycznos¢ postuluje, ze

oo 1 T
m, = f xpy(x)dx =< x(t) >= Tlim TJ x(t)dt
—oo —00 0

gdzie <> oznacza usrednianie po czasie. W praktyce zaktadamy, ze mamy do czynienia z sygnatami
stacjonarnymi i ergodycznymi.

Dla sygnatu dyskretnego

N
1
<x()>= lim >5—— ZN"(")
-

N
Z x(n) x(n +m)

n=—N

. 1
Ry (m) =<x(m)x(n+m) > = Al]l_r)rgo N 1

Widmo mocy sygnalu losowego

Widmowa gestosciag mocy (WGM) sygnatu losowego dyskretnego nazywamy transformate Fouriera
jego funkcji autokorelacji (por. DTFT, poprzednie ¢wiczenie)

> (D
P () = z Rxx("l)e_jmQ

m=—oo

Zaleznos$¢ tak znana jest pod nazwag twierdzenia Wienera-Chinczyna. Podobnie jak w poprzednim
¢wiczeniu, do obliczenia WGM mozemy uzy¢ DFT. Funkcja P, (€2) jest funkcja o okresie 27, dla
sygnatow rzeczywistych jest funkcja parzysta (P (Q)=P«(-Q)). Zauwazamy, ze R,(m) to
wspoélczynniki rozwinigcia P, (€2) w szereg Fouriera, a zatem obliczamy je z wzoréw

1 (2 .
Ruelim) = o [ Prc(@e ™20
0
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Wiasnosci estymatoréow

Problem w wyznaczaniu widma mocy polega na tym, ze obserwujac probki sygnatu nie dysponujemy
prawdziwa warto$cia R, (m). Musimy ja wyestymowac¢. Estymator jest operatorem, ktéry ma za
zadanie okresli¢ jaki$ parametr badanego sygnatu. Np. estymator Srednie;j

1 N-1
fm=N§km>
n=

okresla warto$¢ srednig rzeczywistego sygnatu. Zachodzi pytanie jak dobrze ja okresla. Jakosé
estymatora definiuja dwa parametry: obcigzenie i zgodnos$¢. Obciazenie (ang. bias) to rdznica
pomigdzy rzeczywistg wartoscig estymowanej wielkosci a wielkoScig wyestymowana. Przypusémy, ze
estymujemy parametr a.

Estymator parametru a, @ nazywamy nieobcigzonym, jezeli E[d] = a.
Estymator nazywamy zgodnym, jezeli dla nieskonczonej liczby pomiaréw (N — o) var(a) — 0.

Mamy zatem dwa mozliwe btedy estymatora. Blad pierwszy, obcigzenie, oznacza, ze estymujemy nie
t¢ wielko$¢ co chcemy. Np. zamiast a dostajemy a+d. Btad drugi polega na tym, Ze nie jesteSmy w
stanie mierzac nawet nieskonczenie diugo zminimalizowaé rozrzutu estymowanego parametru. Tak

wiec idealny estymator jest nieobciazony i o zgodny. Mozna pokazaé, ze estymator warto$ci $redniej
jest nieobcigzony, tj. E[m,] = m, i zgodny, tj. var(m,) = %’f

Z kolei estymator wariancji

02 =

2|

N-1
> ) - my?
n=0

—_

jest zgodny (var EZ~ %) ale obcigzony 02 — 02

Z(N-1) .. - .
%. Nieobcigzony estymator ma postac

1 N-1
0% == E (x(n) — my)?
N-1 !
n:

ale ma on wickszg wariancje (N-1 a nie N w mianowniku).
Estymator korelacji (obciazony, zgodny) ma potac
N-|m|-1 )

R,.(m) = % Z x(n)x(n+m)
n=0

dla -(N-1)<m<N-1. Wartos¢ oczekiwana dla tego estymatora wynosi

E[Rxx (m)] = <1 - %) Ryx(m)
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a zatem obcigzenie tego operatora wynosi Iml/N Ry(m), czyli jest wieksze im wigksze opdznienie.
Zwréémy uwage, ze funkcja typu (1-lml/N) w oknie -N:N jest funkcja tréjkatna. Jest tez nieobcigzona
wersja estymatora autokorelacji

N—-|m|-1

~ 1
R'..(m) = N——|m| Z x(m)x(n +m)

n=0

ale ma wigkszy blad $redniokwadratowy. Pokazano to na rys. 1, gdzie obliczono estymatg funkcji
autokorelacji (obciagzona i nieobcigzong) dla sygnalu harmonicznego z dodanym szumem biatym.
Teoretycznie rzecz biorgc powinna by¢ to funkcja typu harmonicznego z dodang deltag w 0. Podobnie
na rys. 2 pokazano estymat¢ autokorelacji samego tylko sygnatu harmonicznego i blad tej estymaty.
Widzimy, ze amplituda btedu estymatora obcigzonego wzrasta liniowo z opdznieniem m, a dla
estymatora nieobcigzonego wzrasta wariancja na krancach przedziatu.

biased
i5+ 9 | ==——— unbiased |
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Rys. 1 Estymata funkcji autokorelacji sygnalu hamronicznego z dodanym szumem biatym
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Rys. 2. Estymata funkcji autokorelacji sygnatu harmonicznego i btad wzgledem prawdziwej funkcji
autokorelacji. Po lewej estymator obcigzony, po prawej nieobciagzony.

Tu dochodzimy do sedna problemu, czyli estymacji widma mocy. Ot6z estymator WGM obliczony
jako DTFT autokorelacji sygnatu jest zaréwno obcigzony jak i nie jest zgodny.

Podstawmy do wzoru (1) niezgodny estymator autokorelacji (2). Otrzymujemy
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N-1 N-1 2 3)
" Com 1 o 1 ,
Pael® = ) Rep(me ™™ == 3" x(m)e™n| = 1X (@)
—-N+1 —-N+1

a zatem krok obliczenia funkcji autokorelacji mozna w ogdle pomina¢ i estymowaé WGM ze wzoru
(3). Wzor (3) przedstawia dobrze znang posta¢ estymaty widma zwang periodogramem. Jednak ze
wzgledu na obcigzenie estymatora autokorelacji, warto$¢ oczekiwana estymatora (3) jest transformata
DTFT z prawdziwej autokorelacji wymnozonej przez wspomniane okno tréjkatne

N-1
|m| .
E[Pxx(ﬂ)] = <1 - _> Rxx(m)e_]nn

co prowadzi do tego, Zze estymowane widmo jest splotem prawdziwego widma mocy [, () z
widmem okna tréjkatnego (Bartletta).

1 [
ElPa@] =5 [ Wp(@ - 0)ll@da

Okno Barltetta ma widmo typu Sa’(x). Tak wiec estymowane widmo jest tak naprawde wygtadzong
wersja WGM. Ponadto, mozna pokazac, ze

lim var(Pu(@)] = I()

a zatem periodogram nie jest estymatorem zgodnym. Im wigksza warto$¢ estymowanego widma
mocy, tym wigksza wariancja periodogramu.

Inne metody estymacji widmowej gestosci mocy

Metoda Bartletta. W metodzie Bartletta ciag N prébek sygnatu x(n) dzieli si¢ na K podciagéw po M
probek (N=KM), oblicza periodogram kazdego z podciggéw i usrednia.

K
1 -
PE(Q,) = WE IDET[x(iM: i(M + 1)]2
i=1
Dla sygnatu o tej samej liczbie probek N wariancja metody Bartletta

var[PE.(Q,,)] = % var [Py ()]

jest K-krotnie mniejsza niz wariancja periodogramu. K-krotnie gorsza jest rozdzielczo$¢
czestotliwo$ciowa. Estymator Bartletta jest zgodny, w tym sensie, ze dla nieskonczonej liczby K
wariancja dazy do 0.

Metoda Welcha. W metodzie Welcha cigg x(n) o N prébkach dzielimy na L podciggéw po M probek
(xi(n)=x(n+iD)). Dla D=M podciagi nie zachodza na siebie, a dla D=M/2 zachodza w 50 %.
Zachodzenie podciagéw na siebie pozwala zwigkszy¢ (sztucznie) liczbe usrednien. Dodatkowo, w
metodzie Welcha stosuje si¢ okna DFT, co dodatkowo wygladza widmo w stosunku do metody
Barltetta.
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1
PR Q) = ML IDFT[x; (m)w(n)]|?

a U jest energia okna

M-1
U—lz: :
= > Wi
n=0

Estymata Welcha daje mniejszg wariancje¢ niz estymata Barltetta. Omoéwione metody zostaty
pogladowo przedstawione na rys 3.

a) periodogram

o

b) Metoda Barletta
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c) Metoda Welcha
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Rys. 3 Poréwnanie metod estymacji WGM
Przejscie sygnatu losowego przez uklad liniowy

Dyskretny sygnal losowy x(n) o autokorelacji R.(n) oraz widmie X(£2) podawany jest na wejscie
systemu o odpowiedzi impulsowej h(n) i odpowiedzi czestotliwosciowej H(Q). Przypominamy
najwazniejsze zaleznosci.

Sygnal na wyj$ciu uktadu liniowego

o)

y(n) = x(n) «h(n) = " x(Oh(n - k)

k=—0o0

ma autokorelacjg
Ryy (1) = Ryx(n) * h(n) * h(~n)
oraz WGM (transformata Fouriera z autokorelacji)
Pyy(Q) = Py (Q) * [H(Q)|?

Analiza czasowo-czestotliwosciowa - spektrogram
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Estymacja widma mocy za pomocg oméwionych metod nadaje si¢ do sygnatéw stacjonarnych, czyli
takich, ktérych wtasno$ci statystyczne nie zmieniajg si¢ w czasie lub w oknie obserwacji. W
przyrodzie wystepuja réwniez sygnaly, ktérych widmo gestoSci mocy zmienia si¢ w czasie.
Klasycznym przyktadem jest tzw. sygnal radarowy czirp, ktérego czestotliwos¢ narasta liniowo z
czasem. (rys. 4 a)). Posta¢ matematyczng sygnatu chirp wyznaczamy korzystajac z zaleznosci dla
modulacji kata

x(t) = cos(6(t)), gdzie 8(t) = [ 2nfy + 2mAft'dt’
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Rys. 4 Sygnat typu chirp o parametrach f0=10, fm=100. a) posta¢ czasowa, b) estymata WGM, c)
spektrogram

Na rys. 4 b) pokazano estymate Welcha WGM. Jej interpretacja jest nast¢pujaca: widmo jest ptaskie w
przemiatanym zakresie czestotliwo$ci, co mozna zinterpretowac, ze badany sygnat posiada po prostu
widmo ptaskie, czyli w obserwowanym przedziale czasu ztozony jest z harmonicznych o jednakowe;j
amplitudzie. Jest to prawda, jednak mozemy zbada¢ to doktadniej wyznaczajac tzw. spektrogram,
czyli zmiang widma w czasie (rys. 4 c). Obserwujac ten wykres dostajemy informacje, ze
czestotliwo$¢ sygnatu liniowo narasta wraz z czasem obserwacji. Oczywiscie, w idealnym przypadku
powinni§my zaobserwowac¢ cienka kreske pomiedzy punktami o wspétrzednych (10,0) i (110,1). Z
powodu ograniczen rozdzielczo$ci czasowo - czestotliwosciowych, nie jest to jednak mozliwe.
Dysponujemy bowiem skonczong mozliwoscia podzielenia fragmentéw sygnatu do obliczenia
spektrogramu.
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Zadaniem analizy czasowo- czegstotliwosciowej jest przedstawienie funkcji x(#) jako kombinacji
pewnych funkcji bazowych, ktére rozpinaja cala przestrzen czasowo-czestotliwosciowa:

X(Qn) = Z 2w (n — k)e i,
k

co odpowiada transformacie DTFT sygnalu x(n) pomnozonego przez zlokalizowane w czasie,
przesunicte o n okno DFT. Przesuwajac okno w(n) otrzymuje si¢ zlokalizowane w czasie widmo
sygnatu. Spektrogramem nazywamy |X(Q,n)|? Jezeli 2A, oznacza czasowa szeroko$¢ okna a 2A,
czestotliow$ciowa, to zachodzi zaleznos$¢

AA, = const >0

a zatem nie jest mozliwe uzyskanie dowolnej rozdzielczosci czasowo-czestotliwosSciowej, a poprawa
rozdzielczo$ci w czasie skutkowa¢ musi pogorszeniem rozdzielczoS$ci czgstotliwosciowej i na odrét. Z
¢wiczenia nr 2 wiemy to juz doskonale: aby zwigkszy¢ rozdzielczo$¢ czestotliwosciowa potrzebujemy
policzy¢ DFT z wickszej ilosci probek w czasie. A wiece] probek w czasie to spadek rozdzielczosci
czasowej. W literaturze znane sg bardziej zaawansowane i precyzyjniejsze metody analizy czasowo-
czestotliwo$ciowej niz spektrogram. Jest to np. transformata Gabora lub falkowa [1].

Do obliczen spektrogramu w Matlabie stuzy funkcja spektrogram. Bierze ona jako parametr liczbg
probek FFT, rodzaj okna DFT, ilo§¢ prébek zachodzenia sasiednich okien na siebie (jak w metodzie
Welcha). Zadaniem inzynierskim jest takie dobranie parametréw, aby uzyskaé jak najwicksza
rodzielczo$¢ czasowo - czestotliwo$ciowa spektrogramu, by zauwazy¢ jak najwiecej szczegotow.

Pytania:
1. Jaka jest funkcja autokorelacji, autokowariancji i widmowej gesto$ci mocy szumu biatego?

2. Oblicz i obejrzyj dla réznych parametréw f, a zbiasowany i niezbiasowany estymator autokorelacji
dla sygnatu typu x(t)=sin(2*pi*f*t)+a*randn(size(t)). Uzyj funkcji xcorr(x,biased'), etc.

3. Powtorzy¢ wlasnosci okien DFT
4. Zapoznaj si¢ z funkcjami periodogram, pwelch, spektrogram w Matlabie
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