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LABORATORIUM CYFROWE PRZETWARZANIE STGNALOW
Tytut: Witasciwosci liniowych filtrow cyfrowych

Dyskretne systemy liniowe, niezmienne wzgledem przesuniecia

Wsréd systeméw przetwarzania sygnatdw wazng role odgrywaja systemy liniowe,
niezmienne wzgledem przesunigcia. Decyduje o tym ich wzgledna prostota oraz fakt, ze
okazujg si¢ czesto dogodnym modelem, opisujacym uzyteczne praktycznie przetworzenia
sygnaléw. Cwiczenie jest po$wiecone przedstawieniu wiasciwosci oraz metod opisu

dyskretnych systeméw liniowych (filtréw) niezmiennych wzgledem przesunigcia.

Dyskretny system przetwarzania, ktory bedziemy nazywaé krotko systemem
przetwarzania, jest przeksztalceniem T[.], jakiemu poddaje si¢ dyskretny sygnal wejsciowy
{xn}, zwany sygnalem przetwarzanym, prowadzace do wytworzenia sygnalu wyjsciowego

{yn}, nazywany sygnatem przetworzonym.
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Rys.1. Przeksztatcenie odwzorowujace cigg wejsciowy {x,} w cigg wyjsciowy {y,}

{YH} :T[{Xn}] 1

Zalézmy, ze system przetwarzania T{.}, pobudzany na wejsciu sygnalem {x,'} lub
{xn’}, wytwarza na swym wyjéciu odpowiednio sygnaty {y,'} lub {ynz}.

{ya'} = Tl{xa' }]
{yn'} = Tl{xa"}] 2

Definicja 1
System przetwarzania jest nazywany systemem liniowym jesli pobudzony sygnalem
a{xn' }+ b{x,’} wytwarza na wyjsciu sygnat a{y,'}+ b{yn’} (Rys.2).

Dyskretny system liniowy moze by¢ opisany liniowym réwnaniem réznicowym o statych

wspotczynnikach, wigzacym ze sobg ciggi sygnalu wejsciowego {x,} i wyjsciowego{y,}.
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Wsréd klasy systeméw linowych wyréznia si¢ systemy niezmienne wzgledem
przesunigcia. W przypadku, gdy wskaznik n identyfikuje si¢ z czasem, systemy te

charakteryzujg si¢ niezmiennoscig wlasciwosci w czasie
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Rys. 2. OdpowiedzZ systemu liniowego na pobudzenie - superpozycja.



Definicja 2
System reagujacy sygnalem {y,} na pobudzenie {x,} jest niezmienny wzgledem

przesuniecia jesli, pobudzony sygnalem {x,.,¢}, wytwarza na wyjsciu sygnal {yn.no}

(Rys.3).

W systemach liniowych i niezmiennych wzgledem przesuni¢cia zwigzek mi¢dzy

sygnalem wejsciowym {Xx,} i wyjSciowym {y,} przyjmuje nastgpujaca postac
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Rys. 3. Odpowiedz systemu na pobudzenie - niezmienno$¢ wzgledem przesunigcia.

gdzie ciag {h,}, zwany odpowiedzig impulsowa, jest reakcja systemu na pobudzenie

sygnatem jednostkowym {d,}



Rys. 4. Sygnat jednostkowy

System przetwarzania jest systemem przyczynowym jesli jego odpowiedz impulsowa jest
ciggiem przyczynowym, a wiec jesli h, = 0 dla n < 0. System przetwarzania jest stabilny jesli
sygnal wejsciowy {x,} o ograniczonym co wartosci bezwzglednej elementach wywotuje
powstanie na jego wyjsciu sygnatu wyjsciowego {y,}, ktérego elementy maja réwniez
ograniczone wartosci bezwzgledne
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Aby system liniowy byl stabilny w tym sensie jego odpowiedz impulsowa powinna by¢

bezwzglednie sumowalna
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Przeksztatcenie Fouriera pozwala przyporzadkowac¢ funkcjom czasu, spetniajagcym
okreslone warunki, odpowiednie funkcje zmiennej ®, zwane transformatami Fouriera. W
przypadku ciagu {f,} przeksztatcenie Fouriera przyporzadkowuje mu funkcje F(e) w

postaci:

Fe) =Y fe

n=—oo

Biorac to pod uwage, mozna przyjac zaleznosci (4) rtOwnowazny zwigzek
Y(®) = X(¢'®) H(e®) 9

gdzie
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H(e!?) = i he’™
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Zaktada si¢ oczywisScie, ze wszystkie transformaty (8) istniejg , ze wszystkie sumy w (8) sg
skonczone.

Nasuwa si¢ zatem oczywisty wniosek, ze wtasciwosci systemOw liniowych i
niezmiennych wzgledem przesuni¢cia mogg by¢ opisywane za pomoca ich odpowiedzi
impulsowych {h,} lub jednoznacznie przyporzadkowywanych im transformat H(®),
nazywanych transmitancjami systemu. Transmitancja systemu jest funkcjg przyjmujaca
wartosci zespolone 1 jest z reguty przedstawiana za pomocg dwoch réwnowaznych jej funkcji

A(®) i F(e'®) o wartosciach rzeczywistych
H(e'®) = A(ejw)e—jq’(ef"’) 11

Funkcje AE®) i F(&®) sg nazywane odpowiednio charakterystyka amplitudowa i fazowa

systemu.
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Rys. 5. Przyktadowe charakterystyki czestotliwo$ciowe (okresowe) systemu

s

4

L]

\ |
\ /
. WO
i
n e N i

dolnoprzepustowego, pasmowego i gérnoprzepustowego.

Transmitancja, jako funkcja okresowej funkcji ¢®, jest okresowa funkcja pulsacii
kotowej ® z okresem 2m. W konsekwencji, réwniez charakterystyki czestotliwosciowe A(e'®)
i F(e®) sa okresowe. Pojecie dolnoprzepustowosci, gérnoprzepustowosci i pasmowosci

systemOw wigze si¢ z pokazanymi na rysunku 5 charakterystykami czestotliwosciowymi.



W  przypadku systeméw liniowych 1 niezmiennych wzgledem przesunigcia

transmitancja (9) przyjmuje posta¢ funkcji wymiernej
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Rozmieszczenie punktéw osobliwych (zer @ i biegunéw OJib) transmitancji (10) na
plaszczyznie z pozwala z doktadnoscig do samego wspoétczynnika okresli¢ jej postac. Jesli
odpowiedz impulsowa systemu {h,} jest ciggiem przyczynowym, a system jest stabilny, to
wszystkie punkty osobliwe znajduja si¢ wewnatrz okregu jednostkowego lzl=1.
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Rys. 6.



Odpowiedz impulsowa systemu jest rzeczywista jedynie w przypadku, gdy bieguny jego
transmitancji H(e'™) znajduje si¢ na osi rzeczywistej lub sg parami sprz¢zone. Wtym

przypadku zachodzg zawsze nastepujace zwigzki

H(e'*Y=H"(e'*)
A(e’”) = A(e™)
P(e’?) = —-P(e7?)
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Projektowanie systeméw liniowych (w szczegdlnosci filtréw liniowych) polega w ogélnym

przypadku na pozadanym uksztattowaniu jego charakterystyk czestotliwosciowych.

imZ

\\x% Re Z
l

Rys. 7. Plaszczyzna z, koto jednostkowe, bieguny sprzezone i rzeczywiste (x), zera (0)

Sa one okreslane za pomoca:
- pasm przepustowych i zaporowych
- dopuszczalnych zmian wartosci charakterystyk w tych pasmach
- stref przejSciowych miedzy sgsiadujagcymi ze sobg pasmem przepustowym i

zaporowym

Proces projektowania mozna graficznie zinterpretowa¢ wymaganiem, aby charakterystyka

amplitudowa miescila si¢ wewnatrz pewne;j strefy, pokazanej przyktadowa na rysunku 8.
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Rys. 8. Proces projektowania filtru

Ksztattowanie to moze by¢ realizowane przez okreSlenie liczby punktéw osobliwych
transmitancji oraz ich rozmieszczenia na ptaszczyznie z. Bardzo czgsto projektowanie
systemOw przetwarzania mozna sprowadzi¢ do projektowania dwoéch lub wigcej prostych

systemow, ktére wspoldzielagc ze sobg, jaka wypelnia¢ ma system projektowany.
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Rys.9. Uklad o takich samych odpowiedziach

Idee przedstawiong na rysunku 9 mozna wykorzysta¢ przeksztatcajac transmitancje H(e') do
postaci sumacyjnej lub iloczynowej, wyrazonej przez sumy lub iloczyny prostych sktadnikéw

lub czynnikéw.

H(e'”)= ZHi(ej“’)

H(e™”) = H(Hi(ef“’) 14

Funkcje wymierne, ktorych posta¢ przyjmujg transmitancj¢ systemow liniowych

niezmiennych wzgledem przesunigcia; moga by¢, po nieznacznych modyfikacjach,



traktowane jak transmitancje iloczynowe a po roztozeniu na utamki proste jak transmitancje
sumacyjne. Podejscie to jest wykorzystywane przy poszukiwaniu tak zwanych kanonicznych

postaci transmitancji.
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Celem ¢wiczenia jest badanie zwigzkéw zachodzacych migdzy postaciami odpowiedzi
impulsowej 1 transmisji systemu liniowego niezmiennego wzgledem przesunigcia i badanie

ich wptywu na wtasciwosci systemu.

Wykorzystujac srodowisko Matlab:
1. Dla ustalonego sygnatu wejsciowego, w zaleznosci od potozenia biegunéw na
plaszczyznie Z, jak zmienia si¢ odpowiedz impulsowa.
Rozpatrzy¢ przypadki:
a. bieguny potozone na osi rzeczywistej,
b. bieguny sprzg¢zone,
¢. bieguny potozone na kole jednostkowym,
d. bieguny potozone blizej lub dalej od srodka uktadu wspétrzednych,
e. bieguny potozone poza kotem jednostkowym,
f. w jakich przypadkach odpowiedz jest wyktadniczo rosngca lub malejaca, a
kiedy oscylacyjno rosnaca, malejaca lub stata.
2. Zbada¢ jak zmienia si¢ charakterystyka transmitancji (amplitudy i fazy) w
zaleznosci od rozktadu biegunéw i zer na ptaszczyznie Z.
Badania przeprowadzi¢ dla przypadkow:
a. sygnal wyktadniczy h(n) = e™" , przy ré6znych parametrach a,
b. sygnat oscylacyjno-gasnacy h(n) = ™" cos(wn), przy ré6znych parametrach a

1.
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