SYGNALY, MODULACJA I SYSTEMY
Probkowanie sygnalow

Wsiep

W lieznych zastosowaniach praktycznych, sygnaly musza mieé postaé cyfrowq.
Obecnie dotyezy to wigkszosci przypadkdw, w ktdrych jest wykorzystywane przetwarzanie
sygnaldw. Oznacza to konieczno §¢ operowania dyskretnymi wartodciami czasu, dla ktérych
sygnal jest okreslony, jak i dyskretnymi warto$ciami samego sygnalu. Jedynie taka postaé
sygnalu, nawet jesli pierwotnie jest on ciggly, pozwala na poddawanie go zamierzonym
operacjom przetwarzania, kiére w przewazajacej wigkszosci przypadk6w opieraja sie na
technice cyfrowej. Jest tak we wszystkich operacjach cyfrowego przetwarzania sluzacych
detekeji, szacowaniu parametrdw, analizie widmowe), transmisji w systemach cyfrowych,
rejestracji i przechowywaniu sygnalu oraz wielu innych. Przetwarzanie cigglego sygnatu x(t)
w rdwnowazny mu, w okreslonym sensie, dyskretny sygnal {x_} jest nazywane prébkowa-
niem. Przyporzadkowywanie wartosciom sygnalu dopuszezalnych warto éci dyskretnych nosi
nazwe kwantyzacji. Cwiczenie jest poswigcone oméwieniu operacji prébkowania i ilustracji
wplywu parametré w probkowania na jako$¢ odtwarzania,

Definicja operacji probkowania

Probkowaniem nazywa sig operacjg¢ przyporzadkowania cigglemu sygnalowi x(t), ok-
reslonemu w ogdélnym przypadku w nieskoriczonym przedziale czasu -ec<t<ec, ciggu jego
probek {x,} x,=x(t,), okreslonych w chwilach czasowych t,.

x(0;teR x, =x(r)  {c;neN) (1

Najczgsciej chwile czasowe t, sa rOwnomiernie rozmieszczone na osi czasu a stala
odleglos¢ migdzy nimi T, jest wyznaczona przez czgstotliwos¢ prébkowania fp (lub pulsacje
pedbkowania )
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Wynikiem prébkowania jest wige cigg probek sygnalu, odpowiadajacych jego wartosciom
w chwilach
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Oczywiscie jest pozadanc aby przejscie od ciaglej funkeji x(t) do ciggu jej prébek {x,} nic
bylo zwigzane z utrata informacji o sygnale. W przypadku sygnaléw zdeterminowanych na-
turalny jest postulat aby cigg probek umozliwial odiworzenie ksztaltu sygnalu poddanego
wezesnicj probkowaniu. Rowniez w przypadku sygnaléw losowych Zadanie to jest uzasad-
nione, pdyz poddawanic prébkowaniu jego konkretnej realizacji powinno gwarantowad
mozliwos¢ jej wiernego odtworzenia. W jakim stopniu odtworzenie to jest mozliwe oraz
jaki stopieri wiernosci jest mozliwy do osiggnigcia bylo przedmiotem docickari teoretycz-
nych, ktére doprowadzily do sformulowania twierdzenia o prébkowaniu. Zostanic ono poda-
ne ponizej po przedstawieniu rozwazan, ktére doprowadzily do jego sformulowania,

Widmowy opis operacji probkowania
Przyjmijmy, ze ciagly sygnal x(t) ma widmo X ()

X.(Q) = f x(f)e 72ds 4)

Dyskretny sygnal {x_}, odpowiadajacy sygnalowi cigglemu x(t), mozna przyblizy¢ funkcja
t={n+ -—jT

x f x(Op(e-nT)dt = f xX(0)8(t-nT )dt (5)
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a widmo sygnalu dyskretnego moina, zgodnic z (4), przedstawi¢ w nastgpujacy sposob
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W (5) i (6) wykorzystano pomocniczg funkcj¢ prostokatng p(t)
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rys.] Sygnal ciagly x(t), przyblizenie jego wersji dyskretnej x4(t)
oraz pomocnicza funkcja p(t).

Wykorzystujgc (4) mozna prébki x,, sygnatu cigglego, pobrane w chwilach t,=nT, wyrazi¢
nastepujaca zaleznoscia

x,=x(nT) = z—lm [x@e*"an ®)

Widmo X(e') jest okresowa funkcja czestotliwosci kolowej ® o okresie 2. Wynika to z
okresowosci zespolonej funkeji wykladniczej ¢/, ktérej funkcja jest rozpatrywane widmo.
Wychodzac zatem z zaloZenia, ze jest mozliwe rozwinigcie tej funkcji na szereg Fouriera
uzyskuje si¢ nastgpujgce wyrazenie, okreslajace zaleznos¢ probki x| sygnalu x(t) od widma
X(®)
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Jest pozadane ustalenie zaleznodci mir:.dzy widmami X(Q) i X(e)?) na pudt;law.-nc pordwna-

nia zaleznoci (8) i (9). Mozna to osiagna¢ wyrazajac catkg w wyrazeniu (8) w postaci
sumy calek oznaczonych na przedzialach o dlugosci 2n, pokrywajacych caly nieskoriczony
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Wprowadzajac nowg zmienng calkowania
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mozna kazda catkg wystepujaca pod znakiem sumy w wyrazeniu (10) wyrazic w sposdb
analogiczny do calki z wyrazenia (9)
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Podstawiajac (hmﬂ‘P otrzymuje sig wzdr majaey strukture podobng do wzoru (9)
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Mozna zalem przyjaé, ze zachodzg nastgpujgce zaleznodci migdzy widmem sygnalu
analopowego X(£2) widmem odpowiadajacego mu sygnalu dyskretnego X(e')
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Widmo X(e/®) ciagu prébek {x,} ma posta¢ funkeji okresowej, kitra powstaje z sumowania
replik funkeji X, (@/T,) poprzesuwanych wzdluz osi @ o wiclokrotnosci 21/T . Jezeli zatem
widmo sygnatu ci@gﬁ‘:gn nie ma skladowych wykraczajaeych poza pewien przedzal [-
£2,,£2] a okres probkowania T, spelnia warunck

QT<x (17)
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to wewnatrz przedzialu [-mn] widmo X(e!®) ma ksztalt identyczny z ksztaitem widma
X,(Q) z dokladnoscia do zmiany skali osi pulsacji. W przeciwnym przypadku ksztalt X(e™™)
dla -n<o<n nie jest replika X, (€2). Przykladowe widmo sygnatu ciaglego i odpowiadajacych
mu sygnaldw dyskretnych dla dwoch czestotliwodel probkowania przedstawiono na rys.2.
Latwo mozna zauwazyé¢, ze spelnicnie warunku (18) pozwala odiwarzaé widmo sygnatu
ciaglego na podstawic widma sygnalu dyskretnego. W tym celu wystarczy bowiem pomno-
7yé widmo X(e/®) przez prostokatng funkejg okna W(w) o postaci

Ww) = 1; -m<w<xn (19)
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rys.2 Widma sygnalu cigglego i odpowiadajacych mu sygnalow
dyskretnych dla dwoch czgstotliwosei prébkowania

Otrzymuje sie wtedy widmo sygnatu ciaglego X,(€2)

QT = X (@) (20)
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Przedstawione powyicj rozumowanie pozwala sformulowa¢ nastgpujace twierdzenie znane
pod nazwg twierdzenia o probkowaniu.

Jezeli ciagly sygnal x(t), ktérego widmo X, (€0) nie ma skladowych poza przedzialem
(-€25,£2,), zostanie poddany prébkowaniu z cz¢stotliwoscia niemniejsza niz 2F, przy



czym 2nl =Q,, to uzyskany cigg probek {x } zawiera wszystkic niezbgdne infor-
macjc umozliwiajace odiworzenie kszialtu sygnalu x(t).

Twicrdzenie o probkowaniu zostalo sformulowane niezaleznie przez Shannona i Kotielniko-
wa i czgslo jest nazywane (wierdzeniem Shannona-Kotielnikowa

Odtwarzanic sygnalu

Wiadomo, Ze mnozenic widm jest rGwnowazne splataniu ich oryginaléw. Jesli zatem
uznaé, ze oryginalem widma X(e¢!”) jest sygnal o postaci

xf1) = ij x,8(t-nT) (21)

a oryginalem okna W(w) jest funkcja w(t)
w(r) = s f W(w)e!dw (22)
and.
to odtwarzany sygnal ciagly x(1) mozna wyrazi¢ w nastgpujacy sposéb
x(f) = x {t) *w(1) (23)

Ksztalt funkcji okna wplywa na sposdb odtwarzania sygnalu cigglego na podstawic ciggu
jego prébek. Jesli prébkowanie zostanie przeprowadzone z zachowaniem warunku (18),
okno W(w) begdzie mialo postaé

(24)

to funkcja w(t), zwana funkcja interpolujaca, przyjmic postac
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rys.3 lustracja idei odtwarzania sygnatu i dwie rézne postaci sygnalu
odtworzonego.

a odtwarzanie ksztaltu sygnalu x(t) bedzie wierne. W kazdym innym przypadku (niewlasci-
wie dobrana czgstotliwosé probkowania, inny niz prostokatny ksztalt okna W(w)) odtwarza-
nie prowadzi do ksztaltu x,(t) roznigcego si¢ od x(t). Na rys.3 pokazano 2 réine ksztalty
uzyskiwane po odtwarzaniu. Dokladnosé odtwarzania moze byé okreélona ilodciowo za
pomoca blgdu fredniokwadratowego g2

g? = f [x(r) ~x, ([ (26)



Poprawnos¢ operacji probkowania zalezy od spelnicnia przez widmo pribkowanego
sygnalu warunku sformulowanego w twierdzeniu o probkowaniu i wladeiwie wybrane czgs-
totliwosei probkowania ygodnie z (18). Bardzo crgslo rzeczywiste sygnaly maja widma,
ktorych szerokoS¢ pasma jest byl duza aby wymapgana pricz nic crgstolliwos ¢ probkowania
byla mozliwa do zaakceptowania. W takich przypadkach preeprowadia sig wstepng filtrac]g
ograniczajg ca szerokos¢ widma, Wprowadza to oczywiscie znieksztalcenia sygnalu podda-
wanego probkowaniu, a w konsekwencji niedokladnosel przy jego odtwarzaniu. Cwiczenie

Jest poswigeone badaniu jakosci probkowania prostych sygnatdw,

Przebieg ¢wiczenia

Aby uruchomi¢ skrypt nalezy wpisa¢ z linii polecen w programie MatLab symse sampl. Na
ekranie powinno pojawi¢ si¢ okno, takie jak przedstawione na Blad! Nie mozna odnalezé
zrédla odsylacza.. Poczatkowo okna wykresow beda puste, nalezy: a). wybraé sygnat
(nacisng¢ przycisk SYG w gornej lewej czes$ci okna), b). nacisng¢ przycisk SOLVE. Opis
podstawowych funkcji skryptu zostat przedstawiony na Blad! Nie mozna odnalez¢ zrodia
odsylacza.. W gornej lewej czesci okna skryptu znajduje si¢ schemat z etykietami (W1, W2,
W3); przedstawiaja one miejsca w procesie przetwarzania sygnalu, w ktory sporzadzane sg

wykresy.
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Rys. 1. Opis panelu skryptu uzywanego w ¢wiczeniu



1. Dla sygnalu okresowego sin przeprowadzi¢ nastgpujace operacje:

a. znalez¢ minimalng szeroko$¢ filtru f, nie znieksztalcajaca widma sygnahu, a
jednocze$nie minimalizujaca szeroko$¢ filtru;

b. wyznaczy¢ czestotliwo$¢é Nyquista i czgstotliwos$¢ probkowania, ustawié
fr=1h

c. naszkicowa¢ widmo po proébkowaniu (w tym celu nacisnaé¢ przycisk W4, jesli
to konieczne postuzy¢ sie lupa);

d. ustawi¢ oba filtry na warto$¢ wyznaczong w punkcie a, a nastgpnie zapisac
btad sredniokwadratowy, dla nastepujacych wartosci czestotliwosci

probkowania:
i fy=05-fs,
. f3=09f5,
i, fg=1-fs,
iv. fo=12-fs,
Vo fy=2fs,

gdzie f; jest czgstotliwoscia probkowania wyznaczong w punkcie b.
Skomentowac otrzymane wyniki. Uwaga: program akceptuje tylko
calkowite wartosci f,, nalezy dokonywac zaokraglen! Ponadto, wartosci
bledu ponizej 10™* nalezy po prostu traktowa¢ jak 0);

e. czy dla sygnalu sin> wyznaczona minimalna szerokos¢ filtru (dla sin) i
czestotliwos$¢ probkowania bedzie wystarczajaca? Skomentowac.

2. Wykresli¢ zalezno$¢ blgdu $redniokwadratowego od czestotliwosci probkowania dla
pojedynczego impulsu prostokatnego (szeroki) ograniczonego pasmowo filtrem
f, =100kHz , ( f, = f,), zakres badania f, e (50kHz;300kHz) ; Skomentowaé otrzymany
wykres. Czy ustawianie cz¢stotliwosci probkowania powyzej dwukrotnej
czestotliwosci Nyquista jest uzasadnione (Podpowiedz: Przeanalizowa¢ wykres W4)?;

3. Jak w punkcie 2 tylko dla impulsu wyktadniczego. Skomentowac roznice; co jest
charakterystycznego w widmie sygnatu okresowego?

4. Dla sygnatu pasmowy zbada¢ czy mozliwe jest takie dobranie czgstotliwosci
prébkowania i szerokosci f1 i filtru 2 (wykorzystujac filtr pasmowo przepustowy) aby
pomimo czestotliwosci probkowania ponizej wymaganej przez twierdzenie o
probkowaniu blad $redniokwadratowy byt bliski 07 Skomentowa¢ otrzymana wyniki.
Jakie warunki musi spelia¢ sygnat i czestotliwos¢ probkowania aby to bylo mozliwe
(probkowanie ponizej cz. probkowania wyznaczonej przez tw. o probkowaniu bez
znieksztatcen?
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